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1 はじめに
最近H61der の 不等式に関連した研究[4]の際に､ 解析学教材として取り扱うのがよいと思われる内容の
もの いく つ かに出会 っ た｡ これ らの中から次の三 つ の話題に つ い て 少し考えた ことを記したい ｡
(1) 累乗平均関数の単調性
(2) 数の並 べ換えに関する Ⅲardy の 不等式
(3)Sion の minim ax 定理
(1)､ (2) で は易しい証明を工夫し､ (3) では 一 つ の 応用を試みる｡
2 累乗平均関数の単調増加性
a
,
b> 0 として ､ これ の累乗平均を表す関数 M(i)= M(a,b;i)を
M(i)
と定義する｡ L'Eo spitalの定理を使えば
t
lLmo M(i)- 招
(2･1)
(2.2)
を容易に示すことができる の で ､ (2.1)のように M(0)- v偏 とおくと M(i)は連続な関数となり具合がよ
い o また､ こ うすると ､ a,b の平均に つ い ての よく知られた不等式､ 調和平均≦幾何平均≦ 相加平均､ つ
まり
2ab
a +b
≦ 応 < 竺セ~
2
llT-一
は､ M(- 1)≦M(0)≦M(1)と書き表されるo これ から､ M(i)は a,b の t乗平均を表す関数で ､ 単調増加
になることが予想される｡ こ の ことを示すのが､ 次の定理 である｡ こ こで は､ その 証明を工夫する｡
定理 2･1 累乗関数 M(i)は a≠b のとき ､ 狭義単調増加関数であるo すなわち､
s < t ならば M(s)< M(i). (2.3)
証明 M'(i)>0 を示せばよい の で あるが､ これ が簡単でない o そ こで よく知られた次の不等式を利用するo
p , 1 の とき(竿)
p
< 竺芋 (2･4,
これは､ 例えばf(I)= xp(x >0)が (下に) 凸(con v e x)､ つ まり凸関数である ことから容易にわかる こと
で ある｡ まず､ o < s < t とする｡ p = t/s とお い て ､ (2 A)より
(守)
i/s
<
a
t/s +bt/s
こ こで ､ a, b をそれぞれa
s
,
bs に置き換えると
(生半)
l's
< ㌍
そこで , 両辺 の t乗根をとると
(里芋)
1′s
<(㌍)
1′t
を得るが､ これ は求めて い た M(s)< M(i)に他ならな い ｡ さ らに(2,1)､(2.2)から M(0)< M(s)<M(i)
もすぐわかり､ したが っ て ､ t≧0 の範囲で M(i)は狭義単調増加関数とわかる｡ t≦0 の範囲でも ､ M(i)
は狭義単調増加関数となる｡ これ は､ 例えば AN4(i)- M(1/a,1/b;i)に対して先と同様の議論を行っ て 示す
ことができる｡
と こ ろで ､ t 1 士 ∞ の ときの M(i)のふるまい で あるが
i_._∞
lim M(i) - m ax(a,b)lim M(i)= min(a,b),
t→ ∞
(2･5)
となる ことは少しの計算で わかる｡ ま た､ a = bの ときは､ M(i)は値が a(- b)の定数関数であることもす
ぐわかる｡
先にも記したように､ I(I)= xp が凸関数で ある ことを用いると
n
ak >0,wh > 0(k = 1,2, ･ ･ ･, n), ∑ wk - 1
k= 1
(2.6)
の条件の下に､ (2･4)を
一 般化したJensen の 不等式 (例えば【1, p･ 96 - p. 97]) の特別の場合として ､
n n
(∑wkak)P≦∑wka芸
k=1 k= 1
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を示すことができる｡ この 不等式で等号の成り立 つ の は
al = a2 =
' ･ ･ = a
n (2,8)
のときのみ である ことは､ 少しの計算で示すことができる｡ (2.6)の条件の下 で(2.1)の M(i)を拡張した
A(i)= M(al,a2, . . ., a n;Wl,W 2, ･ ･ ･, W n;i)=〈
m
(∑ wkatk)1/I
k= 1
aTla2
W 2
- a諾n
(2,9)
を定義すれば､ 先の M(i)と同様に
t
lLmo M(i) - aT
l
a ･Y2 - a芳n
が言えて ､ A(i)はf = 0 で連続となる｡ また ､
1im A(i)= m ax(al, a2, - , an)･lim A(i)- min(al, a2, - , a n),
t→ ∞t1-( x )
が言える. さらに､ A(i)の単調増加性を示すのが次の 定理 で ､ (2･7)を用い て ､ 定理2･1 と同様の手法で証
明する ことができる｡
定理 2.2(2.6)を仮定するo ある ai と a,･ の 値が異なるとき(2･8)が成り立 っ ていないとき)､ 累乗平均関
数 h(i)は (連続な) 狭義単調増加関数である｡
上記定理 2.2 に つ い て は､ 例えば【2, p. 15 7- p ･ 158】に書い てあり､ その証明は相当に技巧的で あるo
3 数の並べ換えに関するHardy の定理
負でない実数の列(a)n =(al,a2, - , a n)が与えられたとき､ これ を小さい方から順に並 べ換えたもの を
(0≦)盃1 ≦瓦2 ≦ - ≦瓦n
とし, これ に対して(a)n =(al,虎2, - ･,戻n)とする｡ (添字の異なる2 つ の ai, aj の値が等しいときは､ どち
らか 一 方を先に並 べ るものとする｡) こ の とき､ 数の並べ換え(rear rangem ent)に関するHardyの定理[3, p･
261】は次のようなもの である｡
定理 3.1(Hardy の定理)(a)n =(al,a2, - an),(b)n =(bl,b2, - bn) の 並 べ換えをしたものを､ そ れぞ
れ(a)n ,(6)n とするo こ の とき､
n n n
∑ak右n-k'1 ≦∑akbk≦∑房k
-
bk.
k =1 k= 1 k- 1
(3･1)
これ の証明は Hardy の本にも書いてあるが､ 以下の ように数学的帰納法によるものを試みる｡
IIardy の定理の証明 まず(3.1)の右側の不等式に つ い て考える. n ≧2 としてよい｡ また､ n = 2 の とき これ
n
が成り立 っ ことは容易にわかる. al,a2, - an を任意に並べ換えて , ail, ai2, - ain としても ∑ankbn h =
i:akbkと和は変わらない から､ 始めから k
=1
A:･ = 1
al ≦a2≦ ･ ･ ･ ≦an
- 19-
(3.2)
と仮定してお い てもよい ｡ さて ､ こ の とき ､ (n 個の数の場合である)(3.1)の右側の不等式
n n
∑akbk≦∑ak右k
k=1 k= 1
が成り立 っ て い ると仮定する｡ そ こ で(n+ 1)個の数の場合につ い て
al ≦ a2≦ - ≦an ≦ an +1
を仮定し､
n +1 n+1
∑ akbk≦∑ak右h
k= l k= 1
を示 したい ｡
Cas el bn+1 - bn+1 の とき､
n 個の 要素の集合として ､ (石1,古2, - ,6n)- (bl,b2, . ･ ･ ,bn)だから､ 帰納法の仮定により
n+1 n n n+ 1
∑ ak右た - ∑ ak石k ･ an '1石n.1 ≧∑akbk + an.lan .1 - ∑ akbk･
k =1 A; =l k= 1
したが っ て ､ (3.4)L が示された｡
Ca 5 eII 石n+1 - bi(i <n 十1)の とき､
k = 1
bi >bn +1 で あり ､ b
l
i - bn+1 とお い て n 個の 要素の集合として ､
(石1,62, ･ ･ ･右n) =(bl,b2! ･ ･ ･ ,bi_1,a;,bi.1, - ,bn)
となる ことに注意する｡ n 個の場合(帰納法)の仮定から
n+1 n i-1 n
∑ak石k - ∑akbk ･ an.1右n.I ≧(∑akbk + aib:+∑akbk)+ an.lan.1
k=1 k =1 k= 1 k = i+1
i-1 n
∑ akbk + aibn+1 +∑akbk 十 an'1bi
k= 1 k= i+1
(3.3)
(3.4)
n+1
- ∑akbk - aibi - a n.1bn.1 + aibn.1 + an.1bi
k= 1
n+1 n+1
- ∑akbk +(an.1 -ai)(bi - bn.1)≧∑akbk･
k= 1 k =1
したが っ て ､ この場合も(3,4)は成り立 っ ｡
(3･1)の左側の不等式を示すには､ い ま証明した右側の不等式にお い て ､ ak を ck = M - ak(k - 1,2, ‥ ., n)
とおけばよい o 正 の数 M は M≧an をみたすように選ぶ｡ こ うすると､ ek - M - an_A .1 で ある ことに
注意すれば､ 求める不等式を導き出すことができる｡
定理(3･1)の応用として ､ 次の定則5, p. 682- p. 683]がすぐ導き出される｡
-20-
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0≦al ≦a2 ≦ - ≦an, 0≦bl≦b2≦ - ≦bn
n n n
∑ ak∑bk≦n∑akbk･
k =1 k =1 k =1
定理 3･2(CebyBe v の定理)
とする｡ こ の とき
4 Sio n の minim a x定理の応用
集合A, B の直積 A x B で定義された 2変数の実数値関数 F(I,y)が､ 次の関係
盟
y
s三宝F(I,y)
=
y
s諾盟F(I,y) (4･1)
をみたすとき､ (広い意味で)A x β 上で minim ax 条件をみたすという｡ 最大値 ･ 最小値が存在するときは､
言葉通り minim a x条件をみたすことになる｡
線形空間の凸集合 C で定義された関数G(I)が C 上で擬凸(qu a sic o n v e x)で あるとほ､ すべ て の実数入
に対して
(z ∈ C;a(I)≦入)
が空集合, または ､ 凸集合となる ことと定義する｡ ま た､ G(I)が C上で擬凹(qu asicon cav e)で あるとは､ す
べ て の実数 l に対して
iz ∈ C;G(I)≧入)
が空集合､ または､ 凸集合となる ことと定義する｡
関数 G(I)が凸 (凹) ならば勿論擬凸 (凹) である｡ しかし､ 逆は言えない o 例えば､
G(i)- t
α
･吉(o< α < 1,β ,0)
は(0, ∞)で ､ 凸でないけれども擬凸で ある ことは少しの計算で わかる｡
擬凸凹の関数に つ い て の Sion による minim ax定理【6】は次のようなものである｡
Sion の定理 A, B がそれぞれ ､ 同 一 の (あるい は異な っ た) 線形位相空間の凸集合､ F(I,y)は A x B 上
の実数値関数とするo 次の(1)-(4)が成り立 っ とき､ minim ax 関係(4.1)が成り立 つ o
(1)A または β は コ ンパ クトである｡
(2)F(･,y)は､ 各 y∈ B に対して A 上で擬凸である｡
(3)F(r, ･)は ､ 各 x ∈ A に対して B 上で擬凹で ある.
(4)F(･,y)は､ 各 y∈ B に対して A 上で上半連続､ また, F(I, ･)は､ 各 3 ∈ A に対して B 上で下半連続
で ある｡
minim a x定理として よく知られて い る の は､ 上の Sion の定理 の条件(2),(3)で擬凸､ 擬凹の と こ ろが ､ そ
れぞれ凸､ 凹とな っ て い るもの で ある｡ 擬凸､ 擬凹と条件を弱くした ことで ､ この定理 の応用範囲は広くなっ
た が､ 証明は相当に面倒になるようである｡ こ こ で ､ Sion の定理を応用した 一 つ の 例を示したい｡
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命珪4.1 α >0,β> 0, α +β = 1,a > 0,b>0 とし,
△ =((I,y);x≧0,y≧0,I +y≦1)
とする｡ こ の とき､
(xTy私(
x
a
y
β - (a xiby) -
α
αββte - a(= α αββtIα - a) (aαU)≦ ααββ)
(aαb@ > α
αββ).
(4.2)
こ こ で , (4.2)のなかの t. Eま方程式
α
α
ββte - a = α αββtIα - a (t >0)
の (ただ 一 つ の) 解t = t, を表す.
証明 便宜上
f(I,y)= 3:
a
y
β - (ax+by)
とおく｡ Sion の定理を利用するために､ まず Yo ung の 不等式として知られる
u
α
vβ≦ 肌 +Pv, u > 0,v > 0 (4.3)
を使う｡ 特 に等号は u = v の ときに成り立 っ ことに注意する｡ t > 0と仮定して ､ 上の(4.3)にお い て ､ u, v
をそれぞれ xtl/2/α, y/t
l/2βと置き換える (xy >0 のときだけ考えれば十分であろう) と
(芸tl,2)
a
(芸t- I/2)
P
≦ α ･芸tl′2 +p･St11′2 - xtl,2 ･yr l′2
が得られる｡ したが っ て ,
x
a
y
p - α
α
βpt
Bf ･(芸tl,2)
a
(芸t-1/2)
β
≦α 僻 (xtl,2 ･yt-1′2,- α"a(xtP + yt
- α
,･
(4.4)
特に､ こ の(4.4)で等号の成り立 っ の は､ ((4.3)に戻っ て みてわかるように) ｡f
l/2/α = y/tl/2β の とき､ あ
るい は
t(- to)-買
のときとわかるQ こ の ことから ､ い ま､ w - (I,y) (∈ △ ⊂R
2
)として
F(i, w)= F(i,(I,y))= α
a
ββ(xtβ+ yt
- α
)- (a x+by)
とおけば､ こ れは R+ × △ ⊂ R x R2(R+ -(0, 00))で定義されていて ､
T,
i
o
nF(i, w)- F(to,w)= I(x m)
が言える｡ そ こで , F(i,w)にSio nの定理を適用したい の であるが､
(1)△ は 月2 の中の有界閉集合で コ ン パ クト､
(2)F(i, w)は tに つ い て Atβ+ B/t
α
+ C(A≧0,B≧0)の形の関数だから擬凸 ､
----ココー･-･･･
(4･5)
(4.6)
(4･7)
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(3)F(i, w)は w - (I,y)に つ い て 1次関数だから擬凹､
(4)F(i, w)は R+ × △ 上で連続､
したが っ て､ Sion の定理の 4条件すべ て をみたして い るから､ (4.1)に相当する次の関係が成り立 っ ｡
tTLn.EEy(i, W)
=
EE%*. F(i,w)
これと､ (4.7),(4.8)から
(3Ty私f(
x,y)= T,
I
.
nEEaA
X F(i, w)･
(4.8)
(4･9)
と ころ で ､ Ft(w) - F(i, w) - F(i,(I,y))は △ 上で 1次関数だから , Ft(w) の maxim u m は △ の端点
w =(o,o),(1,0)あるい は(0,1)での値として得られる. つ まり､
EEy(i, W)- m u(0,α
αP@tβ - a,α
α
ββt-
α
- a)･ (4･10)
い ま､ 便宜上 ､ 4･(i)- m a xw ∈△ F(i, w)とおく. (4.9)から結局 紳)の minim u m を求める ことが最終目標
となる｡ そ こ で ､ 方程式
α
αββtβ - a = α αββt
~
α
- b (t >0)
を考える｡ 関数
L(i)= (α
α
ββtβ - a)- (α
α
ββt~
α
- b) (t >0)
を調 べ て みればわかるように､ (4.ll)はただ
一 つ の解をもつ ｡ そ こで これを t = t. とし､
ct,
= α
αββt望 - a(- α α@PtIα - b)
とおき､ 次の 二 つ の場合を調べ ればよい ｡
(4.ll)
(4.12)
Casel ct. ≧0 のとき ､
少 しの計算から ct. ≧0 はa
αbβ≦ ααββ と同値とわかる｡ また､ 4･(i)の グラ フを書い てみてもわかるが ､
T,
i
.
nQ(i)= Q(t･)= ct･
これ から m ax(I,y)∈△f(I,y)- ct. とわかる｡
Cas eII cl. < 0 のとき､ つ まり aαbβ > ααββ の とき､
T,ionb(i)
= 0
したが っ て ､ m ax(2,y)∈Af(I,y)= OI
Ca5eI,ⅠⅠをまとめると(4.2)を得る｡
(4･2)の特別の場合として ､ 次の系 4.2,4.3 が得られる｡
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系4･2 α >0,β >0,α +β = 1,a >0, A =((I,y);x≧0,y≧0,3 + y≦1)のとき
( 鮒
β
- a(x ･y,}- 〈α;β
p
~ a
:;:S…;
上記(4.13)の右辺は ､ 命題 4.1 で t. = 1 となる ことからわかる｡
系 4･3 a >0,b> 0, △ =((I,y);x ≧0,y≧0,I + y≦1)として
(cTy私(J萄
~(a x+by))= i喜( 仰
2+1 - a - b) (ab _<喜)
0 (ab>吉))
(4.13)
(4･14)
上記(4･14)の右辺は､ 命題41 でα - β = 1/2とおき､ t* = a - b+J(α - ら)2 +1を得る ことからわかるo
5 結語
不等式に関する研究から思い っ い た こと幾 つ かを雑然と記したが､ やはり不等式はい ろ い ろの 話題のなか
でも､ 最高に数学の妙味を感じる の で ない かと思う｡
本稿で の ､ 定理 2.1 の証明は方法によ っ て は結構面倒なもの になるが､ こ こ で紹介したものは大変簡単な
もの で ある｡ 定理3.1 の証明は単に数学的帰納法を使うだけの簡単なもの で ある｡ しかし､ 数学的帰納法の
威力を感じさせてくれる｡ Sion の定理につ い ては ､ やはりわかりやすい証明が工夫できたら非常によ いと思
うo また､ これ の応用も ､ もっ と面白いもの が見 つ かればよ い と思うo これ らは ､ 今後の 課題 で ある｡
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